
书书书

　第５５卷　第 ４期
２０１６年　７月

中山大学学报 （自然科学版）

ＡＣＴＡ　ＳＣＩＥＮＴＩＡＲＵＭ　ＮＡＴＵＲＡＬＩＵＭ　ＵＮＩＶＥＲＳＩＴＡＴＩＳ　ＳＵＮＹＡＴＳＥＮＩ
Ｖｏｌ５５　Ｎｏ４
Ｊｕｌ　２０１６

　

ＤＯＩ：１０１３４７１／ｊｃｎｋｉａｃｔａｓｎｕｓ２０１６０４００１

带后续迭代的双极 Ｓ函数激励的 ＷＡＳＤ神经网络

张雨浓１，２，３，肖争利１，２，３，丁思彤１，２，３，毛明志１，刘锦荣１

（１．中山大学数据科学与计算机学院，广东 广州５１０００６；
２．华南理工大学自主系统和网络控制教育部重点实验室，广东 广州５１０６４０；
３．广东顺德中山大学卡内基梅隆大学国际联合研究院，广东 佛山５２８３００）

摘　要：结合ＬｅｖｅｎｂｅｒｇＭａｒｑｕａｒｄｔ算法以及权值直接确定法这两种用于神经网络学习训练的方法，提出了一种
带后续迭代、面向双极 Ｓ（ｓｉｇｍｏｉｄ）激励函数神经网络的权值与结构确定 （ｗｅｉｇｈｔｓａｎｄｓｔｒｕｃｔｕｒｅｄｅｔｅｒｍｉｎａｔｉｏｎ，
ＷＡＳＤ）方法。该方法与ＭＡＴＬＡＢ软件神经网络工具箱相结合，可以解决传统神经网络普遍存在的学习时间长、
网络结构难以确定、学习能力和泛化能力有待提高等不足，同时具有较好的可行性和可操作性。以非线性函数

的数据拟合为例，计算机数值实验和对比结果证实了 ＷＡＳＤ方法确定出最优隐神经元数和最优权值的优越性，
最终得到的ＷＡＳＤ神经网络具有更为优异的学习性能和泛化性能。
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　　人工神经网络，简称神经网络 （ｎｅｕｒａｌｎｅｔ
ｗｏｒｋ），是模拟生物神经系统的组织结构、处理方
式和系统功能的简化系统［１］。自１９８０年代形成热
潮至今已近３０年，神经网络的应用范围已扩展到
许多领域［２－５］，其中，前向神经网络在各种类型的

神经网络当中应用最为广泛。在现实世界中，很多

非线性系统是未知的，而针对这些未知的系统进行

建模是非常困难的。由于前向神经网络具有强大的

非线性映射能力［６－７］，所以，可以在不清楚输入输

出变量之间复杂关系的情况下，利用前向神经网络

对非线性系统或函数实现建模和数据逼近［８－１０］，

从而为工程方面的应用提供了良好的支撑。相关研

究理论已经证明［６－７，９，１１－１２］，一个以 Ｓ（ｓｉｇｍｏｉｄ）
函数为隐层神经元激励函数的三层前向神经网络可

以实现对任何连续函数的任意精度的逼近。

学习能力和泛化能力是神经网络性能的重要反

映，没有学习能力和泛化能力的神经网络是没有使

用价值的［１３］。值得指出的是，影响神经网络这两

种能力的因素主要包括激励函数、网络结构和网络

学习算法等。因此，如何选择较优的激励函数、网

络结构以及网络学习算法来保证神经网络的优良性

能显得非常重要［１４－１５］。针对前向神经网络，一些

学者已进行了深入研究，并取得诸多成果［２，１６－２０］。

具体到学习算法而言，也提出了很多有效的算

法［１６－２０］。其中，Ｌｅｖｅｎｂｅｒｇ－Ｍａｒｑｕａｒｄｔ（ＬＭ）算法
和广义多项式神经网络的权值直接确定法尤为突

出［１６－１７］，它们都具有学习速度快和逼近效果好等

优点，因而得到较广泛的应用［１７］。在网络结构方

面也有部分学者提出了一些方法和研究理论［２１－２３］，

他们的做法能在一定程度上解决学习时间过长、网

络结构难以确定、学习能力和泛化能力不足等问

题，但是，就目前而言和整体而言，网络结构的确

定和最优化仍然是一个挑战。

为了解决上述问题，综合考虑影响神经网络性

能的主要因素，本文，在以双极Ｓ激励函数为隐层
神经元激励函数的三层前向神经网络模型的基础

上，结合两种有效的神经网络学习训练方法 （也

即，ＬｅｖｅｎｂｅｒｇＭａｒｑｕａｒｄｔ算法和权值直接确定
法［１６－１７］），对隐层神经元采用边增边删的结构增

长策略［１８－１９］，提出了一种带后续迭代的、面向双

极 Ｓ激励函数神经网络的权值与结构确定
（ｗｅｉｇｈｔｓａｎｄｓｔｒｕｃｔｕｒｅｄｅｔｅｒｍｉｎａｔｉｏｎ，ＷＡＳＤ） 方
法。该方法可以在较短时间内确定神经网络结构的

同时，实现神经网络性能最优化 （即，获得最好

的学习能力和泛化能力）。其包括两个过程，即，

确定最优隐层神经元数及最优隐层到输出层权值的

过程，和输入层到隐层权值的进一步迭代优化的过

程。值得指出的是，本文的三层前向神经网络模型

（ＷＡＳＤ神经网络模型）是以双极 Ｓ激励函数为隐
层神经元激励函数的三层前向神经网络模型，其首

次结合 ＬｅｖｅｎｂｅｒｇＭａｒｑｕａｒｄｔ算法和权值直接确定
法，这是以往他人研究工作中没有研究过的，是本

文的贡献之一。此外，在本论文中，提出了一个新

颖的权值与结构确定及后续迭代的思想。即，先随

机获取神经网络的输入层到隐层的权值，再用无迭

代的权值直接确定法得到隐层到输出层的最优权值

以及对应的最优结构，之后再利用ＬＭ算法反过来
对输入层到隐层的权值进行后续迭代优化。也即，

输入层随机化＋隐层直接确定 ＋输入层后续迭代。
这是本文工作的另一个贡献之处。更重要的是，计

算机数值实验结果证实了该算法的有效性和可行

性：用该算法得到的神经网络在非线性函数数据拟

合和预测方面获得优异的效果，可以达到优异的学

习精度和测试精度。

１　神经网络模型
双极Ｓ激励函数是可微和有界的，被广泛应用

于神经网络研究当中。研究表明［２４－２５］：使用双极

Ｓ激励函数比使用单极Ｓ激励函数具有更快的收敛
速度，故本文构造了一种双极Ｓ激励函数神经网络
模型，如图１所示。网络的具体描述如下：输入层
神经元个数设为ｍ，神经元阈值恒定设为０，神经
元激励函数采用线性恒等激励函数；输入层神经元

到隐层神经元的连接权值在 （－１０，１０）区间内
随机初始化；隐层神经元个数设为 ｎ，其具体个数
由后述的 ＷＡＳＤ算法确定，神经元的阈值在
（－１０，１０）区间内随机初始化，而神经元激励函数采
用双极Ｓ激励函数，且其倾斜参数ｃ设定为１，即

图１　双极Ｓ激励函数神经网络模型
Ｆｉｇ１　Ｎｅｕｒａｌｎｅｔｗｏｒｋｍｏｄｅｌａｃｔｉｖａｔｅｄｂｙｂｉｐｏｌａｒ

ｓｉｇｍｏｉｄｆｕｎｃｔｉｏｎｓ

２
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φ（ｕ）＝ｅｘｐ（ｕ）－ｅｘｐ（－ｕ）ｅｘｐ（ｕ）＋ｅｘｐ（－ｕ） （１）

另外，隐层神经元到输出层神经元的连接权值由后

述的权值直接确定法无迭代得到；输出层神经元个

数为１，其阈值恒定设为０，神经元激励函数也采
用线性恒等激励函数。

在本文中，神经网络模型的学习样本集表示为

｛（Ｘｉ，γｉ）｝
Ｎ
ｉ＝１，其中，Ｎ为样本的个数，第 ｉ个样

本的输入为Ｘｉ＝［ｘｉ，１，ｘｉ，２，…，ｘｉ，ｍ］Τ∈Ｒ
ｍ，而第 ｉ

个样本的输出，也即目标输出为γｉ，且ｉ＝１，２，…，
Ｎ，上标Ｔ表示向量或矩阵的转置操作。更具体而
言，在图１所示的神经网络模型中：
１）ｘｖ表示一个输入向量的第 ν个变量 （特

征），其中ν＝１，２，…，ｍ；
２）ωｋ，ｊ为第ｋ个输入层神经元和第 ｊ个隐层神

经元之间的连接权值，其中ｋ＝１，２，…，ｍ，ｊ＝１，
２，…，ｎ；

３）∑ｍ

ｋ＝１
ｘｋωｋ，ｊ为第ｊ个隐层神经元的输入；

４）βｊ为第ｊ个隐层神经元的阈值；
５）ｗｊ为第ｊ个隐层神经元和输出层神经元之间

的连接权值；

６）ｙ为输出层神经元的输出值。

２　权值阈值计算
实际上，对网络进行学习训练的过程就是神经

元之间的连接权值和神经元阈值的修正过程，其最

终目的是：使神经网络尽量对学习样本集实现有效

逼近；同时，对于学习样本集以外的测试样本或数

据，神经网络也能够进行有效的辨识。尽管对神经

网络权值和阈值的训练方法有很多，但并非每一种

训练方法都是有效的，训练方法的优劣对网络的最

终训练效果影响重大。因此，本文结合权值直接确

定法和ＬｅｖｅｎｂｅｒｇＭａｒｑｕａｒｄｔ算法作为ＷＡＳＤ算法的
权值和阈值计算方法。

对于图１所示的神经网络模型，在网络学习第
ｉ个样本时，第ｊ个隐层神经元的输出表示为

ｐｉ，ｊ＝φ（∑
ｍ

ｋ＝１
ｘｉ，ｋωｋ，ｊ－βｊ）

输出层神经元的输出值为

ｙｉ＝∑
ｎ

ｊ＝１
ｗｊｐｉ，ｊ

神经网络的隐层神经元到输出层神经元的连接权值

向量为

ｗ＝［ｗ１，ｗ２，…，ｗｎ］
Ｔ∈Ｒｎ

网络的目标输出向量表示为

γ＝［γ１，γ２，…，γＮ］
Ｔ∈ＲＮ

对应的网络的实际输出向量为

ｙ＝［ｙ１，ｙ２，…，ｙＮ］
Ｔ∈ＲＮ

定义网络输出均方误差 （ｍｅａｎｓｑｕａｒｅｄｅｒｒｏｒ，ＭＳＥ）
为

Ｅ＝１Ｎ∑
Ｎ

ｉ＝１
（γｉ－ｙｉ）

２

对于所有的学习样本，隐层神经元的输出矩阵为

Ｐ＝

ｐ１，１ ｐ１，２ ｐ１，３ … ｐ１，ｎ
ｐ２，１ ｐ２，２ ｐ２，３ … ｐ２，ｎ
ｐ３，１ ｐ３，２ ｐ３，３ … ｐ３，ｎ
    

ｐＮ，１ ｐＮ，２ ｐＮ，３ … ｐＮ，















ｎ

∈ＲＮ×ｎ

基于上述定义，根据权值直接确定法［１４］，隐层神

经元到输出层神经元的最优稳态权值向量可无迭代

给定为

ｗ＝（ＰＴＰ）－１ＰＴγ＝Ｐ＋γ （２）
其中，Ｐ＋为矩阵Ｐ的伪逆矩阵。

基于图１所示的神经网络模型，在确定了网络
隐层神经元到输出层神经元的最优权值以及对应的

最优结构后，对输入层和隐层神经元之间的连接权

值以及隐层神经元的阈值的修正，本文采用高效的

ＬＭ迭代计算方法［１５，２６］。也即，在之后的计算中，

将网络隐层神经元的阈值等效为网络输入层到隐层

神经元的权值的一部分，具体表示如下：

χ＝［χ１，χ２，…，χＭ］
Ｔ ＝［ω１，１，ω２，１，…，ωｍ，１，ω１，２，

ω２，２，…，ωｍ，２，…，ωｍ，ｎ，β１，β２，…，βｎ］
Ｔ

其中Ｍ＝ｎｍ＋ｎ。令ｅｉ（χ）＝γｉ－ｙｉ（χ），误差向量
为 ｅ（χ） ＝［ｅ１（χ），ｅ２（χ），…，ｅＮ（χ）］

Ｔ ∈ ＲＮ。令
Ｊ（χ）为ｅ（χ）的雅克比矩阵：

Ｊ（χ）＝

ｅ１（χ）
χ１

ｅ１（χ）
χ２

…
ｅ１（χ）
χＭ

ｅ２（χ）
χ１

ｅ２（χ）
χ２

…
ｅ２（χ）
χＭ

   

ｅＮ（χ）
χ１

ｅＮ（χ）
χ２

…
ｅＮ（χ）
χ





















Ｍ

∈ＲＮ×Ｍ

因此，根据上述推导，基于图１所示的神经网络模
型，输入层到隐层的连接权值以及隐层神经元的阈

值可通过ＬｅｖｅｎｂｅｒｇＭａｒｑｕａｒｄｔ算法进行如下后续迭
代修正：

χｌ＋１ ＝χｌ＋Δχｌ （３）

Δχｌ＝－［Ｊ
Ｔ（χｌ）Ｊ（χｌ）＋μｌＩ］

－１ＪＴ（χｌ）ｅ（χｌ）（４）
式中，ｌ为迭代计数（ｌ＝１，２，３，…），μｌ＞０，Ｉ为单

３
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位矩阵。值得指出的是，在迭代过程中，μｌ是一个
非常重要的调整变量，其调整策略是：开始时 μｌ
取一个较小的正数 （如０００１），如果某一次调整
不能使网络性能优化函数下降，则 μｌ乘以一个大
于１的参数μｉｎｃ（如１０），重复调整，直到使网络性
能优化函数下降为止；相反，如果某一次调整可以

使网络性能优化函数下降，则 μｌ乘以一个小于１
的参数μｄｅｃ（如０１）。

３　带后续迭代的ＷＡＳＤ算法
神经网络的结构是影响神经网络性能最重要的

因素之一，因此，神经网络的结构 （也即是隐层

神经元数）的选择是一个值得深入研究的问题。

如果选取不当，就会影响网络的性能：具体而言，

若神经元数过多，网络结构则较为冗余，网络学习

与校验时因计算所需的内存空间较大，且可能出现

过拟合，使网络的泛化能力下降；相反，若网络的

神经元数太少，就会导致欠拟合而弱化网络的学习

能力［１５］。没有学习能力和泛化能力的网络是没有

实用价值的［１３］，因而在设计网络时，隐层神经元

数的选择就极为重要。

针对隐层神经元数的选择，一些学者已进行了

深入研究，但大多数的做法在实际问题求解中普遍

存在着隐层神经元数庞大、学习过程振荡、学习时

间过长和泛化能力较低等不足。实际上，其最终得

到的网络结构是和网络的学习算法紧密相关的、非

最优的［２５］。以函数数据拟合为例，基于前文所述

的权值直接确定算法，用图１所示的神经网络模型
对如下非线性目标函数进行学习：

γ＝ｘ１ｓｉｎ（０５ｘ１ｘ２）＋（０５ｘ１－０５）
３＋

（０５ｘ２－０５）
３＋５

学习过程中，隐层神经元数初始化设为１，以后每
次增加１个神经元，所得到学习误差Ｅ随隐层神经
元数ｎ递增而变化的结果如图２所示。

由该图可知：随着神经元数的增加，在最初

时，网络学习误差下降，且下降速度较快；但当神

经元数增加至一定程度，网络学习误差出现振荡，

即在一个较小的范围内波动，难以继续下降，这表

明，神经网络的隐神经元数开始饱和了。值得指出

的是，用不同的目标函数进行实验，最终也得到与

图２有相似特征的实验结果。
ＬｅｖｅｎｂｅｒｇＭａｒｑｕａｒｄｔ算法是神经网络 ＢＰ算法

中最优越的一个［１６］，它具有训练速度快的优点，

故我们可以用它来得到输入层到隐层的连接权值。

结合神经网络权值直接确定法和 ＬｅｖｅｎｂｅｒｇＭａｒ

图２　神经网络的学习误差Ｅ和隐层神经元数ｎ的关系
Ｆｉｇ２　Ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｂｅｔｗｅｅｎｎｅｕｒａｌｎｅｔｗｏｒｋｌｅａｒｎｉｎｇ

ｅｒｒｏｒＥａｎｄｎｅｕｒｏｎｎｕｍｂｅｒｎ

ｑｕａｒｄｔ算法的优点［１６－１７］，使用边增边删的神经元

增长策略［１８－１９］，本文提出带后续迭代的 ＷＡＳＤ算
法。其具体描述如下。

输入：学习样本、目标精度 Ｅｇ、最长执行时
间Ｔｍａｘ

输出：学习误差Ｅ、隐层神经元数ｎ
Ｓｔｅｐ１：初始化神经网络，Ｅ←１０，ｎ←１，计数

器Ｃ１←１，执行时间Ｔ←０；
Ｓｔｅｐ２：输入层神经元到第 ｎ个隐层神经元的

连接权值以及隐层神经元的阈值随机获取；

Ｓｔｅｐ３：计算隐层神经元的输出矩阵Ｐ，再根据
权值直接确定法 ［即，公式 （２）］，无迭代直接计
算出最优权值ｗ，然后计算出当前学习误差Ｅ１；

Ｓｔｅｐ４：若满足Ｅ１≤Ｅ，则Ｅ←Ｅ１，增加一个隐
层神经元ｎ←ｎ＋１，Ｃ１←１；否则，删除第ｎ个隐
层神经元以及神经元的连接权值，Ｃ１←Ｃ１＋１；

Ｓｔｅｐ５：若Ｃ１≤ ５，则跳至 Ｓｔｅｐ２；否则 （即，

连续５次增加隐层神经元失败），直接进入Ｓｔｅｐ６；
Ｓｔｅｐ６：计算雅克比矩阵Ｊ（χｌ）；
Ｓｔｅｐ７：根据ＬＭ法 ［即，公式 （４）］，计算出

Δχｌ；
Ｓｔｅｐ８：把χｌ＋Δχｌ作为变量参数，计算出当前

的学习误差Ｅ２；
Ｓｔｅｐ９：若 Ｅ２≥ Ｅ，则 μｌ← μｌμｉｎｃ，然后跳至

Ｓｔｅｐ７；否则，Ｅ←Ｅ２，μｌ←μｌμｄｅｃ，χｌ＋１←χｌ＋Δχｌ；
Ｓｔｅｐ１０：在没有选择手动停止的前提下，若 Ｔ

＜Ｔｍａｘ且Ｅ＞Ｅｇ，则跳至Ｓｔｅｐ６；否则，算法结束。
显然，该算法是由以下两个过程组成：① 过

程１（Ｓｔｅｐ１至 Ｓｔｅｐ５）确定最优隐层神经元数及隐
层到输出层最优权值；②过程２（Ｓｔｅｐ６至 Ｓｔｅｐ１０）
是使用ＬＭ算法对输入层和隐层神经元之间的连接

４
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权值以及隐层神经元的阈值进行后续迭代优化过

程。为了更好地展示该 ＷＡＳＤ算法，其算法流程
图如图３所示。

图３　带后续迭代的ＷＡＳＤ算法流程图
Ｆｉｇ３　ＦｌｏｗｃｈａｒｔｏｆＷＡＳＤａｌｇｏｒｉｔｈｍｗｉｔｈ

ｓｕｂｓｅｑｕｅｎｔｉｔｅｒａｔｉｏｎｓ

值得指出的是，ＭＡＴＬＡＢ软件具有较好的开放
性，除内部函数外，所有主包文件和各种工具箱都

是可读、可修改的文件［２７－２８］。故以二输入神经网

络为例，本文 ＷＡＳＤ算法和 ＬｅｖｅｎｂｅｒｇＭａｒｑｕａｒｄｔ
算法结合调用神经网络工具箱的部分实现代码如图

４所示。

４　ＷＡＳＤ网络逼近能力分析
对一个三层的神经网络，许多学者证明了如下

的逼近定理［６，１１－１２］。

定理１　令φ（·）为有界的单调递增连续函数，
Ｈｍ代表ｍ维单位超立方体［０，１］

ｍ。Ｃ（Ｈｍ）表示定
义在Ｈｍ上的连续函数构成的集合，则给定任何目

图４　二输入ＷＡＳＤ神经网络涉及工具箱
调用的部分实现代码

Ｆｉｇ４　Ｐａｒｔｉａｌｃｏｄｅｏｆｉｍｐｌｅｍｅｎｔａｔｉｏｎｏｆｔｗｏｉｎｐｕｔ
ＷＡＳＤｎｅｕｒａｌｎｅｔｗｏｒｋｉｎｖｏｌｖｉｎｇｔｏｏｌｂｏｘｃａｌｌｉｎｇ

标函数γ∈Ｃ（Ｈｍ）和目标精度ε＞０，存在整数 ｎ
和实常数组 ｛ｗｊ｝、｛βｊ｝和 ｛ωｋ，ｊ｝，其中 ｋ＝１，２，
…，ｍ，ｊ＝１，２，…，ｎ，使得网络输出

ｙ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ）＝∑
ｎ

ｊ＝１
ｗｊφ（∑

ｍ

ｋ＝１
ωｋ，ｊｘｋ－βｊ）

可以以任意精度逼近目标函数γ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ），即
ｙ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ）－γ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ） ＜ε，

（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ）∈Ｈｍ
对照和推广上述定理，双极Ｓ激励函数为有界的单
调递增连续函数，因此可得该激励神经网络能以理

论任意精度逼近非线性连续函数。而 “边增边删”

实际上是在增删神经元的过程中使得神经网络的隐

层神经元数不断地逼近神经网络结构最优时的数

目。所以，理论而言，当增删神经元的次数趋向于

无穷时 （实际而言，达到某个较大次数时），我们

可以找到使得神经网络结构最优的隐层神经元数

（即，定理１中的 ｎ值）。而且，作者在之前的工
作中已做过大量的数值实验。实验结果显示：随着

隐层神经元个数的增加，网络的测试误差呈现一个

“Ｖ”或 “Ｕ”字形的图像［２９－３０］。因此，利用 “边

增边删”方法可以找到最优隐层神经元数。

５
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５　计算机数值实验验证
为了验证本文提出的 ＷＡＳＤ神经网络模型的

性能，本文以２输入和３输入的数据拟合为例，分
别对以下目标函数 （５） － （７）进行函数数据拟
合实验。

γ＝［０５（（ｘ１－１）
３＋（ｘ２－１）

３）·

ｃｏｓ（０５ｘ１＋ｘ２）］／ｅｘｐ（－ｘ１－ｘ２＋０２）＋５

（５）

γ＝２ｓｉｎＡＡ ＋１０ （６）

Ａ＝ （１５（ｘ１－０５））
２＋（１５（ｘ２－０５））

２＋槡 ２；
γ＝０５ｘ１ｘ２ｘ３ｅｘｐ（－ｘ

５
１－ｘ

３
２－ｘ

４
３）＋２ （７）

其中，数据产生方法如下：对于目标函数 （５）和
（６），在区间 ［０，１］２内 （每个维度采样间隔为

００５）均匀产生４４１个学习样本，在区间 ［００５，
０９５］２内 （每个维度采样间隔为 ００１７）均匀产
生２８０９个测试样本；对于目标函数 （６），还在区
间 ［００５，１０４］２ 内 （每个维度采样间隔为

００１７）均匀产生３２４９个测试和预测样本；对于
目标函数 （７），在区间 ［０１，０８］３内 （每个维

度采样间隔为 ００１）均匀产生 ５１２个学习样本，
在区间 ［０１４，０７６］３内 （每个维度采样间隔为

００１７）均匀产生５０６５３个测试样本。另外指出的
是，进行该批ＭＡＴＬＡＢ７６０数值实验的计算机的
硬件配置为 Ｉｎｔｅｌ（Ｒ）Ｃｏｒｅ（ＴＭ）２ＤｕｏＣＰＵ（主频
２２ＧＨｚ）和 ２０ＧＢ内存。而使用本文的 ＷＡＳＤ
算法对目标函数 （５），（６）和 （７）进行函数数据
拟合，所得到实验结果 （５次实验取平均值）如表
１所示。

从表１可以看出：通过 ＷＡＳＤ算法训练得到
的ＷＡＳＤ神经网络，学习误差和测试误差均可达
到非常小的数量级，网络具有优异的学习能力和泛

化能力，对非线性函数数据的逼近效果理想；而且

算法执行时间较短。为了和 ＷＡＳＤ算法进行比较，
本文也分别单独使用 Ｌｅｖｅｎｂｅｒｇ－Ｍａｒｑｕａｒｄｔ算法和
文献 ［２０］中所提出的算法 （即，ＬＭＦＮＮ算法）
进行对比性数值实验。由于单独的ＬＭ算法需要提

前给定隐层神经元数，但是，对于不同的训练样

本，网络的最优隐层神经元数是不同的，因此我们

在对比实验中分别选择了２５、５０、１００和２００个隐
层神经元进行实验。此外，本文使用的是只有一层

隐含层的神经网络结构。根据文献 ［２０］的算法，
对目标函数 （５）和 （６），可求得其隐含层神经元
数为１１０；对目标函数 （７），其隐含层神经元数为
１２８。为了便于实验对比，在迭代过程中均采用手
动停 止 的 操 作。ＬｅｖｅｎｂｅｒｇＭａｒｑｕａｒｄｔ算 法 和
ＬＭＦＮＮ算法的数值实验结果 （５次实验取平均值）
分别在表２和表３中给出。

从表２可以看出：①当隐层神经元数较少时，
通过ＬＭ算法训练得到的神经网络 （简称 ＬＭ神经
网络）的学习误差和校验误差相对较大，其学习能

力和泛化能力一般表现出轻微的欠拟合现象，此

外，网络的学习时间相对较长；②当隐层神经元数
进一步增加时，ＬＭ神经网络的学习误差和测试误
差变得较小，具有较好学习能力和泛化能力，然

而，网络的学习时间也稍长；③当隐层神经元数较
多时，ＬＭ神经网络的学习误差较小，但校验误差
较大，两者不一致，反映出ＬＭ网络的学习能力较
好而泛化能力却差的过拟合现象。结合上述分析，

可以大概找到 ＬＭ神经网络的较优隐层神经元数，
即学习能力和泛化能力均较优的 ＬＭ神经网络结
构。另外，从表 ３可以看出：相比于 ＬＭ网络，
ＬＭＦＮＮ算法的学习误差和测试误差均处在较小的
数量级，且执行时间也相对较短，能得到较优神经

网络结构，能实现对目标函数的有效逼近。

综合表１－３可知，无论在网络性能还是运行
时间方面，ＷＡＳＤ算法均优于单独使用 ＬＭ算法或
者ＬＭＦＮＮ算法。而且，相对于单独使用 ＬＭ算法
而言，ＷＡＳＤ算法可以自动确定最优隐层神经元
数，单独的ＬＭ算法则需要提前设定隐层神经元数
（其一般难以达到最优）。所以，如果要确定ＬＭ神
经网络的最优隐层神经元数，以试错法形式的反复

测试校正将会耗费非常长的计算时间。而对比于

ＬＭＦＮＮ算法 （其测试误差较低），ＷＡＳＤ算法能得
到更优的隐含层神经元数、网络结构和性能。

表１　ＷＡＳＤ神经网络的学习与测试结果

Ｔａｂｌｅ１　ＬｅａｒｎｉｎｇａｎｄｔｅｓｔｉｎｇｒｅｓｕｌｔｓｏｆＷＡＳＤｎｅｕｒａｌｎｅｔｗｏｒｋ

目标函数 最优隐层神经元数／个 学习误差 测试误差 执行时间／ｓ

（５） １０６ １２１５×１０－９ １１６４×１０－９ ９４０５
（６） ２０２ ３２５５×１０－６ ３７１２×１０－６ ９２４４
（７） ２０９ ８５５２×１０－１０ ２６０７×１０－９ ４０１８０

６



　第 ４期 张雨浓等：带后续迭代的双极Ｓ函数激励的ＷＡＳＤ神经网络

表２　用于对比的ＬＭ神经网络学习与测试结果
Ｔａｂｌｅ２　ＬｅａｒｎｉｎｇａｎｄｔｅｓｔｉｎｇｒｅｓｕｌｔｓｏｆｃｏｍｐａｒａｔｉｖｅＬＭｎｅｕｒａｌｎｅｔｗｏｒｋ

目标函数 隐层神经元数／个 学习误差 测试误差 执行时间／ｓ 总执行时间／ｓ

（５）

２５
５０
１００
２００

１７４１×１０－８

５３１８×１０－９

９４６７×１０－９

２０２８×１０－７

１４４１×１０－８

７６４０×１０－９

２０９２×１０－７

４７７２×１０－５

１２４９４
１２６７０
１２５００
１１４４３

４９１０７

（６）

２５
５０
１００
２００

６０３３×１０－５

６７５１×１０－６

２６８３×１０－６

１６０４×１０－６

４９４３×１０－５

９７８２×１０－５

２５２５×１０－９

１３００×１０－３

１２３９１
１２３３７
１１６００
１１８４５

４８１７３

（７）

２５
５０
１００
２００

１７１２×１０－８

１８８５×１０－９

１０６９×１０－８

２３４８×１０－９

１５５８×１０－８

４８２１×１０－９

１８１２×１０－７

５３８３×１０－７

１１４１２
９０８３
１０７６８
９２５６

４０５１９

表３　用于对比的ＬＭＦＮＮ神经网络学习与测试结果
Ｔａｂｌｅ３　ＬｅａｒｎｉｎｇａｎｄｔｅｓｔｉｎｇｒｅｓｕｌｔｓｏｆｃｏｍｐａｒａｔｉｖｅＬＭＦＮＮｎｅｕｒａｌｎｅｔｗｏｒｋ

目标函数 隐层神经元数／个 学习误差 测试误差 执行时间／ｓ

（５） １１０ ４３０１×１０－８ １７８６×１０－６ １３６０６
（６） １１０ ２３６９×１０－６ １３２４×１０－４ １１４１５
（７） １０２ １４２３×１０－９ １１６３×１０－７ ３９０６３

　　为了更进一步地验证和展示基于双极Ｓ激励函
数神经网络的 ＷＡＳＤ算法的有效性，下面以目标
函数 （６）为例 （设定执行时间为１００ｓ），进行数
值实验，实验结果如图５至图９所示。

具体而言，图５显示了 ＷＡＳＤ算法在两个学
习过程当中，网络学习误差的变化情况。在过程１
（Ｐｒｏｃｅｓｓ１）中，随着神经元数的增加，网络的学
习误差逐渐降低，由于采用了边增边删的策略，期

间并无发生振荡现象，最终确定的隐层神经元数为

２０７；进入过程２（Ｐｒｏｃｅｓｓ２）后，网络的学习误差
一直下降，直至程序 （达到结束条件）结束，最

终训练停止时，网络的学习误差到达 ８４５５×
１０－７。图６是神经网络对目标函数 （６）的学习结
果和校验结果。此外，图７和图８展示了ＷＡＳＤ神

图５　ＷＡＳＤ神经网络的学习误差Ｅ和神经元数ｎ的关系
Ｆｉｇ５　ＲｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｂｅｔｗｅｅｎＷＡＳＤｎｅｕｒａｌｎｅｔｗｏｒｋｌｅａｒｎｉｎｇ

ｅｒｒｏｒＥａｎｄｎｅｕｒｏｎｎｕｍｂｅｒｎ

图６　ＷＡＳＤ神经网络对目标函数 （６）在区间 ［０，１］２内的学习结果

Ｆｉｇ６　ＬｅａｒｎｉｎｇｒｅｓｕｌｔｓｏｆＷＡＳＤｎｅｕｒａｌｎｅｔｗｏｒｋｆｏｒｔａｒｇｅｔｆｕｎｃｔｉｏｎ（６）ｉｎ［０，１］２

７
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图７　ＷＡＳＤ神经网络对目标函数 （６）在区间 ［００５，１０１］２内的测试和预测结果

Ｆｉｇ７　ＴｅｓｔｉｎｇａｎｄｆｏｒｅｃａｓｔｉｎｇｒｅｓｕｌｔｓｏｆＷＡＳＤｎｅｕｒａｌｎｅｔｗｏｒｋｆｏｒｔａｒｇｅｔｆｕｎｃｔｉｏｎ（６）ｉｎ［００５，１０１］２

图８　ＷＡＳＤ神经网络对目标函数 （６）在区间 ［００５，１０２］２内的测试和预测结果

Ｆｉｇ８　ＴｅｓｔｉｎｇａｎｄｆｏｒｅｃａｓｔｉｎｇｒｅｓｕｌｔｓｏｆＷＡＳＤｎｅｕｒａｌｎｅｔｗｏｒｋｆｏｒｔａｒｇｅｔｆｕｎｃｔｉｏｎ（６）ｉｎ［００５，１０２］２

图９　ＷＡＳＤ神经网络对目标函数 （６）在区间 ［００５，１０４］２内的测试和预测结果

Ｆｉｇ９　ＴｅｓｔｉｎｇａｎｄｆｏｒｅｃａｓｔｉｎｇｒｅｓｕｌｔｓｏｆＷＡＳＤｎｅｕｒａｌｎｅｔｗｏｒｋｆｏｒｔａｒｇｅｔｆｕｎｃｔｉｏｎ（６）ｉｎ［００５，１０４］２

经网络对目标函数 （６）在 ［００５，１０２］２内的测
试和预测结果。可以看出，此时神经网络的测试和

预测误差均较小，尤其是在 ［００５，１０１］２内的
测试和预测误差小于００１５。更进一步地，图９显
示了ＷＡＳＤ神经网络对目标函数 （６）在 ［００５，
１０４］２内的测试和预测结果。虽然网络输出与目
标输出函数之间存在差别，但结果还是令人满意

的。从上述结果可知，通过该算法得到的 ＷＡＳＤ
神经网络具有较好的泛化能力。

综上所述，ＷＡＳＤ算法可以根据已有的样本数

据，通过网络的学习训练，无需人工干预，自动地

确定出最优隐层神经元数，同时实现对权值和阈值

的后续有效调整，而且执行时间较短，最终得到的

ＷＡＳＤ网络具有很好的学习能力和泛化能力，能够
对非线性函数数据进行有效的拟合。相比较而言，

单独ＬＭ神经网络的隐层神经元数需要人为提前设
定，如果想要获得较好的效果和性能，需要反复地

进行尝试或者根据设计者的经验进行隐层神经元数

的人为优化，过程相当耗时。而 ＬＭＦＮＮ算法，虽
然可以自动确定隐层神经元数和网络结构，但由于

８
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其算法受到样本大小影响，当学习样本的数量和分

布不够合理时，所得到的隐层神经元数和网络结构

未必保证是最优。

此外，为了验证ＷＡＳＤ算法中ＬＭ方法的有效
性和优越性，针对目标函数 （５）、（６）和 （７），

使用不同的训练方法 （即，在后续迭代中采用 ＬＭ
算法）来优化输入层和隐层神经元的连接权值以

及隐层神经元的阈值。表 ４为对应的数值结果
（取５次实验平均值）。

表４　不同训练方法的性能对比
Ｔａｂｌｅ４　Ｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｓａｍｏｎｇｄｉｆｆｅｒｅｎｔｔｒａｉｎｉｎｇｍｅｔｈｏｄｓ

目标函数 误差类型 ＬＭ 动量ＢＰ ＢＦＧＳ 最速下降ＢＰ法

（５）
学习误差 １８２２×１０－９ ２９００×１０－８ １１７９×１０－８ ４１４９×１０－８

测试误差 １８０３×１０－９ １３００４×１０－８ ３３９７×１０－８ ３２１４×１０－８

（６）
学习误差 ２０７５×１０－６ １９７９×１０－６ ８７５１×１０－５ ６０１３×１０－６

测试误差 ２４１７×１０－６ １９９７×１０－６ ８５１０×１０－５ ９１４８×１０－６

（７）
学习误差 ８６４０×１０－１０ ６９１１×１０－８ １３００×１０－８ ６２７８×１０－８

测试误差 ５６５３×１０－９ ９８１１×１０－８ ３３６６×１０－８ ７３７２×１０－８

　　从表４中可以看出：ＬＭ方法的训练误差和测
试误差总体而言优于其它的训练方法 （如ＢＦＧＳ和
最速下降法）。此结果说明了 ＬＭ方法在 ＷＡＳＤ算
法中的有效性及优越性。此外，针对目标函数

（５），本文使用 ＷＡＳＤ算法进行５０次实验，其目
标精度设置为５０×１０－１２，执行时间为２０ｓ，表５
为５０次实验的统计结果。

表５　ＷＡＳＤ算法５０次实验的统计结果

Ｔａｂｌｅ５　ＳｔａｔｉｓｔｉｃａｌｒｅｓｕｌｔｓｏｆＷＡＳＤａｌｇｏｒｉｔｈｍｉｎ５０ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔｓ

误差类型 均值 标准差

学习误差 １．６３９×１０－９ １．５５７×１０－９

测试误差 １．７４７×１０－９ １．７０８×１０－９

从表５中可以看出：ＷＡＳＤ算法的学习误差与
测试误差的均值和标准差都处于１０－９这一微小量
级。此结果 （特别是其标准差处于较小的量级）

说明了ＷＡＳＤ算法具有较好的稳定性和收敛性。
值得指出的是，我们还在神经网络算法性能实

验中采用了交叉验证的评价方法。具体而言，针对

目标函数 （５）进行了 １０折 （１０－ｆｏｌｄ）交叉验
证。在 １０次验证中，学习误差最小为 ２０００×
１０－１２，此时的测试误差为 ５５１２×１０－１０；测试误
差最小为３７９７×１０－１０，此时学习误差为９７９３×
１０－１２。总体而言，１０折交叉验证学习误差的均值
为２３４９×１０－１０，测试误差的均值为２３０４×１０－７。
可以看出，本文提出的算法在多重交叉验证实验

中，学习误差和测试误差也均处于较小的量级。该

结果进一步证实了所提出算法的有效性和优越性。

６　结　语
本文首先构造了一种三层的双极Ｓ激励函数前

向神经网络模型，进而提出了一种带后续迭代的权

值与结构确定算法。为了实现在较短时间内确定最

优隐层神经元数的同时，使神经网络获得更好的学

习性能和泛化性能，该算法创造性地结合了权值直

接确定法与 ＬｅｖｅｎｂｅｒｇＭａｒｑｕａｒｄｔ算法各自的优点，
并采用了边增边删的结构增长策略。计算机数值实

验和对比结果表明：基于 ＷＡＳＤ算法的双极 Ｓ激
励函数神经网络具有更为优异的学习能力和泛化能

力，学习时间少 （或适中），在非线性函数数据拟

合方面可表现出很好的效果。本文提出的带后续迭

代的神经网络权值与结构确定算法因此可具有广泛

的应用前景 （其限于篇幅不再赘述）。而如何在更

进一步的实际应用中发现本算法的不足和做出相应

的改进措施或也是下一步工作的重点和未来研究方

向。
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